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1. Определение и физические принципы голографии. 

 
Голография (от греч. holos — весь, полный и grapho — пишу) - способ записи и 

восстановления волнового поля, основанный на регистрации интерференционной картины, 

которая образована волной, отражённой предметом, освещаемым источником света 

(предметная волна), и когерентной с ней волной, идущей непосредственно от источника света 

(опорная волна; рис.1.1а). Зарегистрированная интерференционная картина называется 

голограммой [2]. 

В результате интерференции в одних областях пространства световые колебания 

усиливаются, а в других – ослабляются. Локальное интерференционное поле представляет 

собой периодически чередующиеся светлые и темные области. 

Основное свойство голограммы, отличающее её от фотографического снимка, состоит в 

том, что на снимке регистрируется лишь распределение интенсивности падающей на неё 

предметной световой волны, в то время как на голограмме, кроме того, регистрируется и 

распределение фазы предметной волны относительно фазы опорной волны. Информация об 

амплитуде предметной волны записана на голограмме в виде контраста интерференционного 

рельефа, а информация о фазе — в виде формы и частоты интерференционных полос. В 

результате голограмма при освещении опорной волной восстанавливает копию предметной 

волны. 

 
Рис. 1.1 Схемы получения голограммы (а) и восстановления волн. фронта (б). 

 

Если осветить голограмму светом опорной волны, в результате дифракции возникнет 

волна, которая будет идентична предметной, т.е. будет вызывать те же самые зрительные 

ощущения, что и сам освещенный объект. 

Участки голограммы с максимальным пропусканием света (в случае позитивного 

фотоматериала) будут соответствовать тем участкам фронта предметной волны, в которых её 

фаза совпадает с фазой опорной волны. Эти участки будут тем прозрачнее, чем большей была 

интенсивность предметной волны. Поэтому при последующем освещении голограммы 

опорной волной в её плоскости непосредственно за ней образуется то же распределение 

амплитуды и фазы, которое было у предметной волны, что и обеспечивает восстановление 

последней.  

В результате дифракции света на интерференционной структуре голограммы в 

дифракционном пучке первого порядка восстанавливается копия предметной волны, 

образующая неискажённое мнимое изображение предмета, расположенное в том месте, где 

предмет находился при голографировании. Одновременно восстанавливается сопряжённая 
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волна минус первого порядка, образующая искажённое действительное изображение 

предмета. Углы, под которыми распространяются дифракционные пучки нулевых и первых 

порядков, определяются углами падения на фотопластинку предметной и опорной волн. 

 

Основы голографии были заложены в 1948 физиком Денисом Габором (венгерский 

физик, работал в Лондоне, 1900-1979, Нобелевская премия 1971 г. за изобретение голографии). 

Желая усовершенствовать электронный микроскоп, Габор предложил регистрировать 

информацию не только об амплитудах, но и о фазах электронных волн путём наложения на 

предметную волну попутной когерентной опорной волны. Модельные оптические 

эксперименты Габора положили начало голографии. Однако, отсутствие мощных источников 

когерентного излучения не позволило ему получить качественных голографических 

изображений. 

 

 

2. Схемы получения голограмм. 
 

Структура голограммы зависит от способа формирования предметной и опорной волн и 

от способа записи интерференционной картины. Предмет освещается пучком когерентного 

излучения, рассеянная им световая волна, несущая информацию о предмете, падает на 

фотопластинку, освещаемую опорным пучком. В зависимости от взаимного расположения 

предмета и пластинки, а также от наличия оптических элементов между ними, связь между 

амплитудно-фазовыми распределениями предметной волны в плоскостях голограммы и 

предмета различна. Если предмет лежит в плоскости голограммы или сфокусирован на неё 

(рис. 2.1, а), то амплитудно-фазовое распределение на голограмме будет тем же, что и в 

плоскости предмета (голограмма сфокусированного изображения). 
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Рис. 2.1 Схемы получения голограмм различных типов: а — голограмма 

сфокусированного изображения; б — голограмма Фраунгофера: в — голограмма Френеля; г — 

голограмма Фурье; д — безлинзовая фурье-голограмма; f — фокусное расстояние линзы. 

 

Когда предмет находится достаточно далеко от фотопластинки, либо в фокусе линзы Л 

(рис. 2.1, б), то каждая точка предмета посылает на пластинку параллельный световой пучок, 

при этом связь между амплитудно-фазовыми распределениями предметной волны в плоскости 

голограммы и в плоскости предмета даётся преобразованием Фурье (комплексная амплитуда 

предметной волны на пластинке — т. н. фурье-образ предмета). Голограмма в этом случае 

называется голограммой Фраунгофера. Если комплексные амплитуды предметной и опорной 

волн являются фурье-образами и предмета и опорного источника, то голограмму называют 

голограммой Фурье. При записи голограммы Фурье предмет и опорный источник обычно 

располагают в фокусе линзы (рис. 2.1, г). В случае безлинзовой фурье-голограммы опорный 

источник располагают в плоскости предмета (рис. 2.1, д). При этом фронт опорной волны и 

фронты элем. волн, рассеянных отд. точками объекта, имеют одинаковую кривизну. В 

результате структура и свойства голограммы практически такие же, как у фурье-голограммы. 

Голограммы Френеля образуются в том случае, когда каждая точка предмета посылает на 

пластинку сферическую волну (рис. 2.1, в). По мере увеличения расстояния между объектом и 

пластинкой, голограммы Френеля переходят в голограммы Фраунгофера, а с уменьшением 

этого расстояния — в голограммы сфокусированных изображений [2]. 

В схеме Габора (Рис. 2.2) опорный источник и предмет расположены на оси голограммы. 

Осевые голограммы называются также однолучевыми, т. к. используется один пучок света, 

часть которого рассеивается предметом и образует предметную волну, а другая часть, 

прошедшая через объект без искажения,— опорную волну. 

 
Рис. 2.2 Схема записи (а) и считывания (б) голограммы по схеме Габора. 

 

При освещении голограммы Габора (рис. 2.2б) волны +1(I
+1

) и -1(I
-1

) порядков дифракции 

образуют действительное и мнимое изображения объекта, которые находятся на одной оси. 

При наблюдении изображений, формируемых голограммой Габора, дифрагированные волны и 

волна, прошедшая голограмму без дифракции (I
0
), накладываются друг на друга и создают 

взаимные помехи, из-за которых голограмма Габора не получила широкого распространения. 
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На примере получения такой голограммы Д. Габор в 1947 г. доказал возможность записи и 

восстановления амплитуды и фазы волны, распространяющейся от объекта.  

В настоящее время голограммы Габора применяются для регистрации пространственных 

ансамблей частиц малых размеров, при изготовлении осевых голограммных элементов [3].  

 

3. Теоретические основы. 
 

Одно из определений цифровой голографии гласит, что “цифровая голография” – это 

анализ, синтез и моделирование волновых полей средствами цифровой вычислительной 

техники [4]. Таким образом, для понимания сути процесса нам необходимо рассмотреть 

принцип формирования изображения в рамках теории дифракции, описывающей 

распространение поля в соответствии с принципом Гюйгенса.  

 

 

3.1. Описание гармонических волн 

 
Рассмотрим наиболее простой вид электромагнитных волн - электромагнитные 

гармонические (монохроматические) линейно поляризованные волны. Для электромагнитных 

гармонических волн величины векторов E


(вектора напряжённости электрического поля) и 

B


(вектора магнитной индукции) изменяются во времени по закону косинуса или синуса. 

Изменение вектора напряжённости электрического поля ),( trE


 электромагнитной 

гармонической волны определяется следующим выражением: 

))(cos()(),( 00   rtrEtrE


, (3.1) 

где r


- радиус вектор точки наблюдения с координатами x,y,z; T/2  - круговая 

частота колебаний (рад/сек), определённая периодом колебаний T; )(0 rE


- амплитуда 

колебаний электрического поля, зависящая от положения точки наблюдения. 

Значение начальной фазы 0  колебаний зависит от выбора момента начала отсчёта 

времени и/или положения центра декартовой системы координат. По этой причине можно 

выбрать 00  . 

Из выражения (3.1) следует, что полная фаза гармонической волны имеет две 

составляющие: 

а) временную составляющую фазы t , линейно изменяющуюся во времени со 

скоростью изменения, равной круговой частоте колебаний  ; 

б) пространственную составляющую фазы )(r


 , характер зависимости которой от 

положения точки наблюдения r


определяется расстоянием r


, пройденным волной от 

источника до точки наблюдения, т.е.: 

krr )(


 , где  /2k  - волновое число 

Хорошо известными и полезными при описании оптических явлений являются 

выражения, описывающие плоскую и сферическую волну. 

Наиболее простое выражение для векторов электромагнитного поля имеет плоская 

гармоническая волна, распространяющаяся вдоль одной из координатных осей принятой 

декартовой системы координат X, Y, Z, например, вдоль оси Z (рис. 3.1 б). Колебания вектора 

напряжённости электрического поля такой волны будет определяться выражением: 

)cos(),( 0 kztEtzE  


 (3.2) 
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где 0E


- амплитуда колебаний электрического вектора, постоянная во всех точках 

пространства; 

 
Рис. 3.1 Сечения сферического (а) и плоского (б) волнового фронта. 

 

Амплитуда и фаза колебаний сферической волны имеет постоянное значение на 

концентрических сферических поверхностях (рис.3.1а), в центре симметрии которых 

расположен источник колебаний. На достаточно большом расстоянии r точки наблюдения от 

источника колебаний амплитуда создаваемой им сферической волны убывает обратно 

пропорционально r : 

)cos(),( 0 krt
r

E
trE  




, (3.3) 

222 zyxr   – длина радиус-вектора рассматриваемой точки с координатами ),,( zyx  

Для упрощения математических выкладок целесообразно вместо тригонометрических 

функций (cos и sin) ввести комплексное представление вектора напряжённости электрического 

поля электромагнитной волны, зависящее только от координат точки наблюдения 

(стационарный сигнал, не зависящий от времени). 

В этом случае выражения для комплексной амплитуды поля имеют следующий вид: 

r

e
arE

rki



)(  - сферическая волна, (3.4) 

где a – постоянная амплитуда волны, 222 zyxr   – длина радиус-вектора 

рассматриваемой точки с координатами ),,( zyx .  

ikzeazErE  )()(


- плоская волна (3.5). 

Комплексная амплитуда поля – это величина, которую непосредственно наблюдать 

невозможно. Приёмники изображения не воспринимают комплексную амплитуду, так как они 

не могут регистрировать быстрые изменения поля с частотой 11510  c . В силу 

инерционности любой приёмник реагирует на средний квадрат возмущения поля за время t , 

которое значительно больше периода колебаний ( cT / ). Эта усреднённая величина – 

интенсивность – пропорциональна квадрату модуля комплексной амплитуды поля )(rE : 






T

T

rErErEdttrE
T

rI )()()(),(
1

)(
22 

 (3.6) 

Таким образом, монохроматическое поле в пространстве полностью определено, если 

известна длина волны   и комплексная амплитуда поля )(rE


 в каждой точке пространства. 

Комплексная амплитуда монохроматического поля полностью определяет состояние поля, его 

интенсивность и, соответственно, реакцию приёмника [5]. 
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3.2. Некоторые модулирующие среды. 
 

В голографии и при обработке информации с помощью когерентного света применяются 

различные модулирующие, т.е. преобразующие информацию среды (название 

"модулирующие" заимствовано из теории передачи временных сигналов и может быть 

заменено общим названием "преобразующие") [7]. 

 

Тонкая сферическая линза. 

Сферическая линза изменяет только фазу прошедшего через неё света, что описывается в 

первом приближении функцией: 

)( 22 yx
f

i

e






, (3.7) 

где f - фокусное расстояние линзы. 

При этом рассеивающая линза создаёт положительные сдвиги, а собирающая – 

отрицательные (рис.3.2).  

 

Рис.3.2 Параболические сдвиги, возникающие во фронте волны плоского пучка света 

после прохождения через рассеивающую (а) и собирающую (б) линзы. 

Преобразование фазы, описываемое такими функциями, может быть осуществлено 

только с помощью линз, которые можно назвать идеальными. На практике применяют 

скоррелированные оптические системы, которые лишь приближенно можно считать 

идеальными. Обычная сферическая линза далека от идеальной. 

 

Призма. 

Призма изменяет фазу прошедшего через нее света, отклоняя плоскую волну вниз 

рис.3.3а (вверх рис.3.3б), что описывается функцией: 

yie 
, (3.8) 

где 





2
 ,  - угол отклонения плоской волны. 
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Рис. 3.3 Поворот плоского фронта волны с помощью призмы. 

 

 

3.3. Голограммы простейших предметов. 
 

Распределение интенсивности I(x,y) в плоскости записи голограммы (x,y) определяется 

квадратом модуля суммы комплексных амплитуд объектной Object(x,y) и опорной Basic(x,y) 

волн (напомню, что в силу инерционности, любой приёмник реагирует на средний квадрат 

возмущения поля за время t . Эта усреднённая величина – интенсивность – пропорциональна 

квадрату модуля комплексной амплитуды поля), а именно [1]: 

 

),(),(),(),(),(),(),(),(),(
222

yxOyxByxByxOyxOyxByxByxOyxI    (3.9), 

 

где знак * обозначает комплексно - сопряженную величину,  

 ),(exp),(),( yxiyxOyxO o  - комплексная амплитуда объектной волны с вещественной 

амплитудой ),( yxO  и фазой ),( yxo ,  

 ),(exp),(),( yxiyxByxB B  - обозначает аналогичным образом комплексную амплитуду 

опорной волны.  

Исходная объектная волна восстанавливается путем освещения голограммы опорной 

волной ),( yxB . 

Поэтому для реконструкции изображения умножим записанную голограмму, т. е. 

интенсивность интерференционной картины I(x,y) на значения поля опорной волны B(x,y): 

 

),(),(),(),(),(),(),(),(),(),( 2222
yxOyxByxByxOyxByxOyxByxByxByxI  (3.10) 

 

Первое слагаемое в правой части уравнения (3.10) пропорционально значению B(x,y) 

опорной волны, второе слагаемое описывает пространственно изменяющееся «облако» вокруг 

первого порядка дифракции. Вместе они составляют нулевой порядок дифракции, или 

фоновую составляющую. Третье слагаемое с точностью до известного множителя 
2

),( yxB  

представляет собой точную копию исходного поля  ),(exp),(),( yxiyxOyxO o  и поэтому 

называется мнимым изображением (или просто изображением) объекта. Четвертое слагаемое 

относится к еще одному изображению объекта, «изображению-двойнику», которое называется 

действительным изображением [1]. 

 
Голограмма плоского пучка.  
Плоский предметный пучок падает перпендикулярно на фотопластинку (рис.3.4). 

Опорный пучок образуется с помощью призмы, отклоняющей часть плоской волны на угол   

[6]. Интенсивность равна: 
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2

0

yiyi
eEEeI пр   

2

0

yieEE    )(0

2

0

2 yiyi eeEEEE 
 

yEEEE cos2 0

2

0

2  , (3.11) 

где 
yi ïðEe


- предметная волна, 

yieE 

0 - опорная волна, E  и 0E  - действительные 

числа, 





2
 ; EEe

yi пр 
 

, т.к.  предметного пучка равно нулю, а 1
02








i

e . 

 

 
Рис. 3.4 Схема получения голограммы плоского предметного пучка. 

 

Голограмма точечного предмета. 

Рассмотрим теперь голограмму простейшего предмета – булавочного отверстия, 

полученную с помощью плоского опорного пучка. Булавочное отверстие создаёт 

расходящуюся сферическую волну: 

)( 22 yx
d

i

Ee






, (3.12) 

где E - постоянное действительное число, d – расстояние от экрана  до плоскости 

голограммы (рис. 3.5). Интенсивность в плоскости голограммы равна: 






2
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0

22 yx
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Рис. 3.5 Схема получения голограммы точечного предметы при использовании плоского 

опорного пучка. 

 

Полученное выражение (3.13) позволяет наглядно объяснить процесс восстановления. На 

стадии восстановления голограмма освещается параллельным плоским пучком света (Рис. 3.6) 

[6].  

 
Рис. 3.6 Стадия восстановления изображения при освещении голограммы точечного 

предмета (рис. 3.5) плоским пучком. 

 

За голограммой появляются три пучка. Нулевая компонента )( 22

0 EE   представляет 

собой плоскую волну постоянной амплитуды, распространяющуюся в том же направлении, 

что и восстанавливающая плоская волна. Распространяясь, эта плоская волна испытывает 

очень слабую дифракцию. Отклонённые боковые пучки  - верхний и нижний – образуют 

мнимое и действительное изображение точки. Напомню, что, например, при наблюдении 

изображений, формируемых голограммой Габора, дифрагированные волны ( 1I , 1I ) и волна, 

прошедшая голограмму без дифракции ( 0I ), накладываются друг на друга и создают взаимные 

помехи [6]. 

Дадим наглядный физический смысл сдвигов фаз, зависящих от координат квадратично, 

в компонентах 
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yyx
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e













 )( 22

 и 

yyx
d

i

e













 )( 22

 

выражения (3.13).  

Пучок, отклонённый вверх, испытывает действие не только фиктивной призмы (
yie 

) , 

но также и фиктивной рассеивающей линзы (
)( 22 yx

d
i

e






). Фиктивная призма (3.7) и фиктивная 

рассеивающая линза (3.8) совместно отклоняют плоскую волну вверх и превращают её при 

этом в расходящуюся сферическую волну (более точно - параболическую), фокус которой 

расположен  на расстоянии “d” перед голограммой, т.е. на расстоянии, равном расстоянию 

между экраном и голограммой. Наблюдатель увидит мнимое изображение точки, 

расположенной за голограммой на расстоянии “d”. Пучок, отклонённый вниз, испытывает 

действие фиктивной призмы и фиктивной собирающей линзы. Сходящаяся сферическая волна 

образует действительное изображение булавочного отверстия на расстоянии “d” перед 

голограммой [6]. 

 

 

3.4. Формирование предметной волны в теории дифракции. 
 

В ранее рассмотренных случаях поле предметной волны задавалось простейшими 

соотношениями. Рассмотрим, как в теории дифракции рассчитать поле предметной волны от 

объекта со сложной волновой поверхностью. 

Понятие дифракция в оптике связано с нарушением прямолинейности распространения 

света. В теории дифракции решаются задачи описания распространения волн от одной точки 

пространства к другой, когда на их пути возникают различные препятствия (экраны, 

отверстия) [5]. 

 

 
Рис. 3.7 Принцип Гюйгенса. 

 

Существующая теория дифракции описывает распространение поля в соответствии с 

принципом Гюйгенса. Гюйгенс (Христиан Гюйгенс, голландский физик, 1629–1695) 
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предложил трактовать распространение света с использованием понятия волновых 

поверхностей (Рис. 3.7). 

Пусть известна какая-либо волновая поверхность (объект). Тогда каждую точку этой 

поверхности можно рассматривать как вторичный источник колебаний, а следующие 

волновые поверхности находить как огибающие сферических волн испускаемых этими 

точечными источниками. Френель дал математическую формулировку принципа Гюйгенса и 

предложил учитывать фазы колебаний, пришедших от различных точек, при их сложении [5]. 

Основная задача теории дифракции формулируется следующим образом. Пусть в точке 

M электрическое поле )( MrE


 известно. Необходимо найти поле в произвольной точке P, то 

есть амплитуду )( PrE


 (Рис. 3.8). 

 
Рис. 3.8 Основная задача теории дифракции. 

 

В соответствии с принципом Гюйгенса поле в точке P находится как суперпозиция 

(суммирование) полей, приходящих в эту точку от различных точек поверхности MS . 

Выделим на ней некоторую элементарную площадку MdS . Действие поля от площадки 

MdS  в точке P пропорционально амплитуде поля )( MrE


 в точке M и размеру площадки MdS , 

обратно пропорционально расстоянию r между точками M и P, а также зависит от наклона 

площадки к направлению MP. 

Чтобы учесть зависимость амплитуды вторичных волн от угла   между вектором k


 и 

направлением на точку наблюдения P - вектором r


, вводится некоторый коэффициент 

наклона )(K . 

Тогда электрическое поле, приходящее в точку наблюдения P от элемента MdS , можно 

записать в следующем виде: 

M

ikr

MP dSK
r

e
rErdE )()()( 


, (3.14) 

re ikr /
- множитель, соответствующий распространению сферической волны, где 



2
k - волновое число, а r  - расстояние от MdS  до точки P, 

222 )()()( MPMPMP zzyxr    - расстояние от точки M источника, 

расположенного на поверхности MS , до точки наблюдения P с координатами ),,( PPP zyx . 
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Полное поле в точке наблюдения P представляет собой суперпозицию полей (3.14) 

вторичных волн от всех элементов поверхности MS : 

 


MS

M

ikr

MP dSK
r

e
rErE )()()( 


 (3.15) 

Выражение (3.15) является математической формулировкой принципа Гюйгенса и 

называется дифракционным интегралом или интегралом Гюйгенса-Френеля [3]. 

Множитель 
r

e ikr

 − в подынтегральном выражении описывает распространение 

элементарной вторичной сферической волны от поверхности MS  к поверхности PS . 

Существуют различные формы дифракционных интегралов. Они отличаются друг от 

друга множителем )(K , который описывает зависимость вклада в комплексную амплитуду 

поля от угла дифракции  .  

Многие практически важные задачи дифракции можно решить при весьма общих 

предположениях относительно коэффициента )(K , не уточняя конкретного вида его 

зависимости от угла  [5].  

Приближение Френеля описывает дифракцию слаборасходящихся световых пучков, 

когда расстояние много больше области анализа (то есть yxz ,,, ), и расстояние r (рис. 

3.8) можно определить приближённо следующим образом [5]: 

z

yx
zr

2

)()( 22 



. (3.16) 

В приближении Френеля полагается, что экран с отверстием находится в плоскости  , а 

дифракционная картина анализируется на плоскости xy , параллельной экрану и находящейся 

на расстоянии z от него (Рис. 3.14).  

Зависимость )(K полагается постоянной и равной константе i/1  [5]. Подставляя 

выражение (3.15) в (3.14) и пренебрегая отличием r от z, получаем: 

    






ddeE
z

e

i
zyxE

MS

yx
z

ikikz







22

2),(
1

),,(
. (3.17) 

Выражение (3.17) представляет собой решение задачи дифракции в приближении 

Френеля. Интеграл (3.17) модулирует амплитуду и фазу сферической волны.  

Таким образом, используя зависимость (3.17), есть возможность рассчитать поле 

предметной волны от объекта со сложной волновой поверхностью. 

 

 

4. Принципы цифровой голографии. 
 

Применение цифровой голографии открывает широкие возможности для качественного 

и, более того, точного количественного анализа свойств объекта, таких как смещение точек 

поверхности при анализе деформаций, определение формы объекта, измерение коэффициента 

преломления в прозрачных средах, изучение траекторий частиц, микроскопия. В упомянутых 

случаях изменение состояния изучаемого объекта приводит к изменению объектной волны и 

получаемой интерференционной картины, которая записывается цифровым образом [1]. 

Замена фотопленки на ПЗС-камеру накладывает некоторые ограничения и ведет к 

изменениям в технологии записи голограмм, однако основной принцип голографии остается 

неизменным – восстановление объектной волны из записанной интерференционной картины.  
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Принципы цифровой голографии могут быть проиллюстрированы с помощью схемы 

установки для записи голограмм, представленной на рис. 4.1. 

 
Рис. 4.1 Схема записи цифровой голограммы (по схеме Габора). 

 

В процессе записи цифровой голограммы исследуемый трехмерный объект с 

рассеивающей свет поверхностью располагается на расстоянии d от ПЗС-камеры. Записанная 

голограмма может рассматриваться как пропускающий транспарант, на котором дифрагирует 

опорная волна. 

Для получения исследуемой объектной волны в цифровой голографии применяется 

численный расчет распространения оптического поля в форме произведения ),(),( yxByxI  от 

плоскости голограммы до плоскости объекта (, ), где ),( yxI – распределение интенсивности 

в плоскости записи голограммы, а ),( yxB  - опорная волна. Учитывая, что угол  между 

опорной и предметной волнами равен нулю, опорная волна может быть представлена в виде 

вещественного значения max),( IyxB  , где maxI - максимальная интенсивность в области 

голограммы. Запись ),(),( yxByxI  подразумевает поэлементное умножение. 

Численное восстановление записанной цифровым образом голограммы производится в 

соответствии со скалярной теорией дифракции в приближении Френеля [1].  

Восстановленное дифрагированное поле Q()в плоскости изображения (,) на 

расстоянии d от плоскости голограммы может быть представлено следующим образом: 

    
dxdyeyxByxI

d

e

i
Q

yx
d

i
di

 











22

),(),(
1

),(

2











 (4.1) 

Уравнение (4.1) служит отправной точкой для численного восстановления изображений в 

цифровой голографии в параксиальном приближении, при котором значения координат x и y , 

как и соответствующих им и , малы по сравнению с расстоянием d . 

 

Уравнение (4.1) позволяет не только осуществить численное восстановление 

голограммы, но и применимо для синтеза цифровых голограмм. При этом действует схема: 

1. поле от объекта до плоскости голограммы рассчитывается аналогично (4.1): 
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, (4.1a) 

где ),( E - амплитуда поля от объекта. 

2. голограмма рассчитывается согласно (3.9):
2

),(),(),( yxByxOyxI  , где в наших 

обозначения ),(),( yxQyxO  . 

 

Путём раскрытия скобок уравнение (4.1) может быть представлено к виду: 
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. (4.2) 

Далее необходимо использовать интеграл Фурье: где прямой (+1) и обратный (-1) 

непрерывные двумерные интегралы Фурье определяются формулой: 

   
 








  dxdyeyxfyxf
yxi  

 
21 ),(),(),(

 (4.3) 

[]1 - обозначает преобразование Фурье своего аргумента. 

Здесь пространственные частоты  и  соответствуют пространственным 

координатам в плоскости изображения ),(  и зависят также от длины волны и расстояния 

между плоскостями d: 

d


   , 

d


  (4.4). 

Использование интеграла Фурье и подстановка соотношений (4.4) позволяет переписать 

уравнение (4.2) в виде:  
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При конечных размерах ПЗС-матрицы форматом NxM элементов можно записать 

дискретный вариант интеграла Френеля (4.5) в форме [1]: 

 
 )(

2

22221
),(  









srdi

di

e
d

e

i
srQ

 



 17 

)(212/

2/

12/

2/

])()[( 22

),(),( M

sm

N

rn
iN

Nn

M

Mm

ymxn
d

i

eeymxnBymxnI










 















(4.6) 

В уравнении (4.6) x и y  обозначают шаги дискретизации, т. е. расстояния между 

соседними пикселами ПЗС-матрицы в горизонтальном и вертикальном направлениях 

(предполагается, что пиксели расположены без зазоров, тогда шаг дискретизации равен 

размеру пикселя).  

n, m, r, s – целые числа (индексы); ( xN  x yM  ) -определяет область голограммы, 

частоты дискретизации по соответствующим направлениям равны 
xN


1

  и 
yM


1

 . 

Данное уравнение позволяет рассчитать комплексную (NxM) матрицу, содержащую 

информацию об оцифрованном восстановленном поле, с помощью алгоритма дискретного 

двумерного Фурье-преобразования. 

С учетом соотношений (4.4) получим оценку размеров пикселя восстановленного 

изображения: 
xN

d



1

  и 
yM

d



1

  (4.7) 

Видно, что размер пикселя восстановленного изображения не равен размеру 

пикселя исходной голограммы и зависит обратно пропорционально от размера голограммы 

xNSG  . 

Из соотношений (4.7) следует, что увеличение ширины и высоты восстановленного 

изображения (  NS I ) зависит прямо пропорционально от расстояния d, и закон 

масштабирования записывается в форме: 

G

I

I

G

G
S
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d
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d





















 (4.8) 

где число пикселей N и длина стороны исходной голограммы xNSG  (размер ПЗС матрицы) 

являются задаваемыми исходными параметрами процесса восстановления изображения. 

 

Восстановление изображений на основе метода свертки. 

Альтернативным методом численного восстановления голографически записанного 

изображения является так называемый «метод свёртки» [1]. В этом методе выражение для 

результирующего поля можно записать в следующем виде: 

 

  ),(),(),(),(  hyxByxIQ  - операция свёртка, (4.9) 

где 

)(
2 221
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(4.10) - называется в литературе “ядро свёртки”. 

Используя теорему о свёртке запишем 4.9 в виде: 
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, (4.11) 

где []1 - обозначает преобразование Фурье своего аргумента; теорема о свёртке 

связывает две функции и два их фурье-преобразования следующим соотношением: 

)()( hfhf  . 
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Метод свертки является, очевидно, более ресурсоемким, чем непосредственное 

вычисление интеграла Френеля, так как требует трёх Фурье-преобразований вместо одного. 

Важным преимуществом метода свертки является сохранение масштабов изображения 

[1]. Размер пикселя восстановленного изображения всегда будет совпадать с размером пикселя 

голограммы: x  и y , а размер восстановленного изображения – с размером 

голограммы GI SS  . 

В дискретном случае интенсивность восстановленного изображения Picture и фаза   

восстановленного поля вычисляются по формулам:
2

),(   srQPicture . (4.12) 

 

  














)),(Re(

,Im






srQ

srQ
arctg , (4.13) 

где r,s – индексы,  ,  - размеры пикселя восстановленного изображения. 

 

Значения фазы  , полученные по этой формуле, соответствуют разрывной функции с 

областью изменения в пределах интервала [,]. 

 

 

5. Численное моделирование. 
 

Для проведения моделирования на ЭВМ воспользуемся вычислительными 

возможностями среды Mathcad - программного средства для выполнения на компьютере 

разнообразных математических и технических расчетов, снабженного простым в освоении и в 

работе графическим интерфейсом, которое предоставляет пользователю инструменты для 

работы с формулами, числами, графиками и текстами. 

 

Моделирование голограммы. 

На основе преобразования Френеля и согласно формулам (3.9, 4.1а) сгенерируем в среде 

Mathcad 10 голограмму тестового объекта согласно схеме записи голограммы по схеме Габора 

(рис. 4.1). 

Напомню, что в формуле (3.9): 
2

),(),(),( yxByxOyxI  (3.9) 

max),( IyxB   - опорная волна, ),(),( yxQyxO   -  комплексная амплитуда объектной 

волны. 

 Объект представляет собой изображение в формате BMP (рис. 5.1). Размер изображения 

– 512512 pix, 256 цветов. 
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Рис. 5.1 Тестовый объект представляет собой изображение в формате BMP размером 

512512 pix с двумя непрозрачными (черного цвета) пятнами. 

 

На рабочем листе программы Mathcad зададим начальные параметры: 

мм310532.0:   - длина волны излучения в миллиметрах; 

ммdx 007.0:  - размер пикселя фотоматрицы; 

ммd 47:  - расстояние от тестового объекта до плоскости фотоматрицы (голограммы); 

0:  - угол падения опорной волны; 

pixN 512:  -  размер (длина/ширина) изображения тестового объекта. 

 

Ввод тестового объекта (Рис.5.1) осуществляется с помощью встроенной функции 

Mathcad: 

)".\:(": bmptwospotsCREADBMPM  , 

где twospots.bmp - файл изображения в формате bmp, М – массив (изображение тестового 

объекта), описывающий амплитуду входного поля. 

 

Вычисляем преобразование Френеля, используя метод свёртки (4.9, 4.11). Для 

осуществления необходимых Фурье–преобразований используем механизм быстрого Фурье-

преобразования (БФП) с помощью реализованной функции MathCAD “сfft()”. В данной 

функции использован алгоритм, который допускает в качестве аргументов как матрицы, так и 

векторы произвольного размера. Когда функция используется с матрицей в качестве 

аргумента, вычисляется двумерное преобразование Фурье. 

 

Посредством вложенных циклов “for” вычисляем ядро свёртки “h” (4.10) и заносим 

результат в автоматически создаваемый MathCAD массив “h”: 

 

h

hi j
e

i2  d



i d 
e

i i
N

2










2

j
N

2










2










 dx
2



 d


j 0 cols M( ) 1for

i 0 rows M( ) 1for

h



 
где rows(M) и cols(M) – число строк и столбцов в матрице “M”; i, j – индексы циклов; li – 

обозначение мнимой единицы; 









2

N
i  и 










2

N
j  - позволяет сдвинуть начало координат в 

центр матрицы “h”. 
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Прямое Фурье–преобразование ( 1 ) ядра и тестового изображения согласно (4.11): 

hf:=cfft(h) 

Mf:=cfft(M) 

 

Поэлементное умножение Фурье–преобразований ядра “hf” и тестового изображения 

“Mf” согласно (4.11): 

 
hfMf

hfMfi j hfi j Mfi j

j 0 cols M( ) 1for

i 0 rows M( ) 1for

hfMf



 
 

Обратное Фурье–преобразование ( 1 ) результата поэлементного умножения 

реализуется  с помощью функции MathCAD “iсfft()”: 

 

Q:=icfft(hfMf) 

 

Согласно (3.9) распределение интенсивности “I” в плоскости записи голограммы 

определяется квадратом модуля суммы комплексных амплитуд объектной и опорной волн. 

Таким образом, к Q нужно прибавить опорную волну некоторой амплитуды, которую 

определим так: 

 

maxE:=max(Q) – максимальное значение из матрицы “Q”. 

 

Сумма комплексных амплитуд объектной и опорной волн: 

 
Golog1

Golog1i j Qi j maxE e

i
2 dx 






j 0 cols M( ) 1for

i 0 rows M( ) 1for

Golog1



 

где  


 



dx

li

eE
2

max - плоская волна. 

 

Далее вычислим квадрат модуля суммы комплексных амплитуд объектной и опорной 

волн: 

 

I

Ii j Golog1i j 2

j 0 cols M( ) 1for

i 0 rows M( ) 1for

I



 
Чтобы представить результат в виде изображения содержащего 256 оттенков, нужно 

провести нормировку: 

maxI:=max(I) - определяем максимальное значение массива “I” и осуществляем 

нормировку: 
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Gologramma

Gologrammai j Ii j
255

maxI


j 0 cols M( ) 1for

i 0 rows M( ) 1for

Gologramma



 
 

Используя инструмент “Picture”, представим результат вычислений в виде изображения 

(рис.5.2): 

 
Рис.5.2 Неотцентрированная голограмма тестового объекта. 

 

Как видно из рис.5.2 четыре двумерные составляющие голограммы распространяются 

“навстречу друг другу” от четырёх углов по направлению к центру. 

Для центрирования изображения нужно переставить четверти согласно алгоритму: 
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Рис.5.3 Отцентрированная голограмма тестового 

объекта. 

 

Результат перестановки представлен на рисунке 5.3. 

Сохранение полученного изображения в файл осуществляется с помощью встроенной 

функции Mathcad: 

WRITEBMP(“C:\Image.bmp”):=Image 

 

Восстановление голограммы. 

Восстановление голограммы проводим аналогично согласно формуле 4.11. При этом 

отмечу, что начальные параметры остаются прежними. В том числе и расстояние от тестового 

объекта до плоскости фотоматрицы (голограммы) – ммd 47: .  

Посредством вложенных циклов “for” вычисляем ядро свёртки “h”. 

 
h

hi j
e

i2  d



i d 
e

i i
N

2










2

j
N

2










2










 dx
2



 d


j 0 cols M( ) 1for

i 0 rows M( ) 1for

h



 

Матрицу голограммы “Image” умножаем на 

 



dx

li

eE
2

max , то есть, освещаем 

голограмму опорным пучком, используемым при записи. 
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ImageB

ImageBi j Imagei j maxE e

i
2 dx 






j 0 cols M( ) 1for

i 0 rows M( ) 1for

ImageB



 
 

где maxE:=max(Image) – амплитуда опорной волны (максимальное значение из матрицы 

“ Image ”). 

Осуществляем прямое Фурье–преобразование ( 1 ) ядра и голограммы согласно (4.11): 

 

hf:=cfft(h) 

ImageBF:=cfft(ImageB) 

 

Поэлементное умножение Фурье–преобразований ядра “hf” и голограммы “ImageBF”, 

согласно (4.11): 

 

hf_ImageBF

hf_ImageBFi j hfi j ImageBFi j

j 0 cols M( ) 1for

i 0 rows M( ) 1for

hf_ImageBF



 
 

Обратное Фурье–преобразование ( 1 ) результата поэлементного умножения: 

 

Q icfft hf_ImageBF( )  
 

Reconstruction

Reconstructioni j Qi j 2

j 0 cols M( ) 1for

i 0 rows M( ) 1for

Reconstruction



 
Проведём нормировку: 

maxR max Reconstruction( )  
 

Object

Objecti j Reconstructioni j
255

maxR


j 0 cols M( ) 1for

i 0 rows M( ) 1for

Object



 
 

Для центрирования изображения нужно переставить четверти. Результат восстановления 

голограммы представлен на рис.5.4. 

 

 

 

 



 24 

 

 

 

Picture

Picturei j Object
i

N

2
 j

N

2




j
N

2
N 1for

i
N

2
N 1for

Picture
i

N

2
 j

Object
i j

N

2




j
N

2
N 1for

i
N

2
N 1for

Picture
i j

N

2


Object
i

N

2
 j



j
N

2
N 1for

i
N

2
N 1for

Picture
i

N

2
 j

N

2


Objecti j

j
N

2
N 1for

i
N

2
N 1for

Picture



 

 
Рис.5.4 Отцентрированное восстановленное 

изображение тестового объекта на расстоянии d=47 мм 

 

Как видно  на восстановленном изображении (рис.5.4), тестовый объект представлен в 

несколько зашумлённом виде, что вызвано наложением нулевого порядка дифракции, или 

фоновой составляющей, распределённой на всём поле восстановленных значений амплитуды, 

мнимого изображения, представляющего собой точную копию волнового фронта объектной 

волны, и действительного изображения, соответствующего сопряжённому изображению (или 

“изображению двойнику”). Как отмечалось ранее, связано это с тем, что в схеме Габора (рис. 

4.1) опорный источник и предмет расположены на оси голограммы. 

Ниже, на рисунках 5.5-5.8, показаны примеры голограмм и результаты восстановления 

ещё нескольких тестовых изображений при тех же параметрах и том же применяемом 

алгоритме и схеме голографирования.  
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Рис.5.5а Тестовый объект. 

 
Рис.5.5б Голограмма. 

 
Рис.5.5в Отцентрированное 

восстановленное изображение 

тестового объекта. 

 

 
Рис.5.6а Тестовый объект. 

 
Рис.5.6б Голограмма. 

 
Рис.5.6в Отцентрированное 

восстановленное изображение 

тестового объекта. 

 

 
Рис.5.7а Тестовый объект. 

 
Рис.5.7б Голограмма. 

 
Рис.5.7в Отцентрированное 

восстановленное изображение 

тестового объекта. 
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Рис.5.8а Тестовый объект. 

 
Рис.5.8б Голограмма. 

 
Рис.5.8в Отцентрированное 

восстановленное изображение 

тестового объекта. 
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6. Фокусировка в цифровой голографии и определение 

пространственного расположения микрообъектов. 
 

Голографический метод регистрации волновых полей позволяет быстро записать и 

хранить полную информацию об исследуемом объекте, в том числе информацию о 

расположении в пространстве, что подчас актуально для изучения быстропротекающих 

процессов с участием микрообъектов. Например: исследование состава аэрозоля в 

отработанных газах, изучение микроорганизмов в толще воды, восстановление траекторий 

пролёта частиц в пузырьковых камерах (детекторах). Обычная микроскопия здесь бессильна, 

т.к. известно, что чем выше степень увеличения объектива, тем меньше глубина фокусировки. 

Следовательно, если исследуемый микрообъект (микрообъекты) испытывает даже малые 

смещения вдоль оптической оси, то происходит расфокусировка и изображение получится 

“размытым”. 

Важным преимуществом метода цифровой голографии является возможность реализации 

компьютерной фокусировки на слоях объекта «постфактум», т.е. после эксперимента, 

обрабатывая одну голограмму, и при этом без использования дорогостоящих оптико-

механических фокусирующих узлов. Реконструкцию изображений можно выполнить для 

различных значений расстояния “d” до плоскости реконструкции при визуальной или 

автоматизированной оценке качества фокусировки изображения. 

Комплексное распределение амплитуды света в произвольном сечении “n” на расстоянии 

nd  определяется по следующей схеме: 

 

 
Рис. 6.1 Схема послойного восстановления. 

 

Используя формулу (4.11) в несколько дополненном виде (6.1), задаём расстояние d до 

первого восстанавливаемого сечения и с шагом d  последовательно восстанавливаем слои, 

как и показано на рисунке 6.1. 
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где d – расстояние до первого восстанавливаемого сечения, d - расстояние между 

восстанавливаемыми сечениями (шаг), j=0,1,2 … n, n – количество сечений (шагов). 
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В качестве примера на рисунках 6.2-6.6 показаны восстановленные слои тестового 

объекта изображенного на рис.5.1. 

 

 
Рис.6.2 Восстановленное изображение тестового объекта на расстоянии d=47 мм. 

 

 
Рис.6.3 Восстановленное изображение 

тестового объекта на расстоянии d=48 мм. 

 
Рис.6.4 Восстановленное изображение 

тестового объекта на расстоянии d=50 мм. 
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Рис.6.5 Восстановленное изображение 

тестового объекта на расстоянии d=46 мм. 

 
Рис.6.6 Восстановленное изображение 

тестового объекта на расстоянии d=44 мм. 

 

Как видно, изображения тестового объекта вне фокуса, т.е. не на расстоянии d=47 мм, 

“размываются” и превращаются из достаточно контрастных чёрных пятен в набор 

чередующихся светлых и тёмных колец. При этом при восстановлении протяженного 

относительно оптической оси объекта, как, например, показано на рис.6.1 (допустим, это 

проволочка или трек в пузырьковой камере), в каждом восстановленном слое в фокусе 

окажется только малая часть протяженного объекта. На рис. 6.1 эта часть обозначена зелёным 

пятнышком.   

Контролируя фокусировку на деталях исследуемого микрообъекта, можно получить 

последовательность изображений, отражающих пространственное расположение 

протяженных объектов. Данный подход использовался, например, для голографической 

регистрации треков в пузырьковой камере (рис.6.7). 

Данная камера, благодаря двум оптическим окнам, позволяющим осуществить сквозное 

освещение и обеспечить осевую геометрию, вполне отвечает требованиям голографического 

метода. Глубина поля зрения по порядку величины равна длине когерентности лазера. Она 

может достигать нескольких десятков сантиметров независимо от получаемого разрешения, 

которое может, в принципе, составить около 1 мкм. 
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Рис.6.7 Схема установки, использованной для голографической регистрации треков в 

пузырьковой камере в испытаниях с камерой BIBC.  

 

Испытания проводились с помощью рубинового лазера, который вырабатывал 

одиночные световые импульсы энергией 10 мДж и длительностью 10 нс. Длина волны 

составляла 694 нм. Импульс света синхронизировался с выводом частиц и расширением 

пузырьковой камеры. Голограмма выполнялась на стеклянных пластинках и на плёнках. 

Число треков пучка на один снимок варьировалось от 10 до 150, при этом пучок 

распределялся по всей площади поперечного сечения пузырьковой камеры (~ 60x35 мм
2
) [8].  

Записанная на этих голограммах информация позволяла с большой контрастностью и 

высоким качеством восстанавливать по всей глубине и по полной площади пузырьковой 

камеры пузырьки диаметром 6 мкм. Воспроизведение проволочек диаметром 10 мкм, 

вмонтированных перед и за окнами пузырьковой камеры, показало, что оптическое качество 

не ухудшается по всей глубине поля зрения вплоть до 9 см. 

Однако, обращаю внимание на то, что поскольку эксперимент проводился в середине 80-

х годов, голограммы регистрировались на стеклянных пластинках, а контроль фокусировки на 

деталях треков осуществлялся с применением микроскопа по схеме, показанной на рис. 6.8. 
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Рис.6.8 Принцип просмотра слоев при изучении голограмм треков. 

 

На стадиях просмотра и измерения достаточно было сфокусировать систему на 

исследуемый трек, при этом остальные треки пучка оставались невидимыми или 

образовывали фон, вполне приемлемый даже при числе начальных треков пучка, 

достигающем 250.  

 

В настоящее время контроль фокусировки и уточнение расстояния до интересующих 

деталей исследуемого микрообъекта может быть выполнен автоматически. При этом к 

наиболее употребляемым объективным оценкам качества изображения относятся [9]: 
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нормированная корреляция (normalized cross-correlation) –  
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качество корреляции (correlation quality) - 
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максимальная разность (maximum difference) -  ),(),(max yxfyxfMD  ; (6.5) 

 

верность изображения (image fidelity) –  
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среднеквадратичная лапласианова погрешность (laplasian mean square error) – 
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где   ),(4)1,()1,(),1(),1(),( yxfyxfyxfyxfyxfyxfO  ; 

 

среднеквадратичная погрешность (mean square error) –  
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корень среднеквадратичной погрешности (root mean square error) –  
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максимальная среднеквадратичная погрешность (peak mean square error) – 
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нормированная абсолютная погрешность (normalized absolute error) – 
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нормированная среднеквадратичная погрешность – 
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норма pL  (Минковского) – 
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отношение сигнал/шум – 
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максимум отношения сигнал/шум - 
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где ),( yxf  – цифровое изображение; x,y – целочисленные координаты пикселей; 
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),( - среднее значение; M – строк цифрового изображения; N – 

столбцов цифрового изображения. 

Оценки качества, представленные выражениями (6.2) - (6.15), удобны в использовании, 

тем не менее, они не всегда позволяют объективно оценить качество изображения [9]. 

 

Вопрос количественной оценки качества изображений до конца не решен. Он является 

важным шагом на пути к решению задач оптимальных преобразований изображений с точки 

зрения визуального восприятия. 

 

Выберем для контроля фокусировки, оценки качества восстановления и уточнения 

расстояния до интересующих деталей исследуемого микрообъекта формулу (6.9). При этом 

будем исходить из того, что объект располагается в пространстве, и каждой его детали 

соответствует отдельное сечение. Таким образом, нет смысла применять формулу (6.9) ко 

всему изображению. Необходимо провести фрагментацию на интересующие нас участки для 

последующего анализа и определения расстояния до них. 

Поскольку анализ интересующих областей предполагает последовательное 

восстановление n сечений с шагом d согласно формуле 6.1, то, соответственно, алгоритм 

значительно усложняется и становится более ресурсоёмким, что трудно обеспечить 

средствами среды Mathcad. 

 

Для выполнения поставленной задачи была разработана программа “Digital Holography”. 

Программа позволяет выполнять следующие функции: 

- загружать цифровые голограммы и сохранять результаты обработки в формате BMP; 

- выделять, анализировать и отсекать цветовые каналы изображений;  

- задавать параметры: длину волны лазера, физический размер пикселя, расстояние до 

плоскости восстанавливаемого изображения, количество восстанавливаемых и анализируемых 

плоскостей; 

- представлять результаты восстановления расположения точечных объектов в 

трёхмерном виде (используя стандартные библиотеки OpenGL и Dglut). 

Федеральной службой по интеллектуальной собственности и товарным знакам 

(РОСПАТЕНТ) выдано свидетельство об официальной регистрации программы для ЭВМ: 

«Программа для восстановления голографически записанных изображений и определения 

пространственного расположения точечных объектов “Digital Holography” (объекту 

регистрации присвоен регистрационный номер № 2009614972 от 11.09.2009). 

 

Главное окно программы представлено на рисунке 6.9. 
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Рис.6.9 Главное окно программы “Digital Holography”. 

 

Обрабатываемая голограмма загружается в формате BMP через меню программы “File-

>Open image…”. При этом автоматически отобразится информация о размере загруженного 

изображения “NxN” в пикселях. Установим следующие параметры восстановления: 

 

Wave, nm - 532 - длина волны излучения в нанометрах; 

dx, mm – 0.007 - размер пикселя фотоматрицы в миллиметрах; 

d, mm – 30 - расстояние до первого восстанавливаемого сечения; 

step, mm – 0.1 - расстояние между восстанавливаемыми сечениями (шаг) в миллиметрах; 

steps – 340 - количество сечений (шагов). Если steps=0, то будет восстановлено и 

выведено на экран одно сечения на отметке d.  

“To define manyally” – элемент выбора, позволяющий задействовать возможность 

выделения анализируемых на голограмме областей, т.е. провести ручную (манипулятором 

“мышь”) фрагментацию. При этом количество уже выбранных областей отображается в поле 

“spots”, а кнопка “Reset” позволяет сбросить фрагментацию и начать выбор снова.   

При наведении курсора мыши на надпись “To define manyally” и нажатии правой кнопки, 

можно вызвать контекстное меню (рис.6.10) для вызова окна (рис.6.11), где задаётся радиус 

окружности, которой будут выделяться анализируемые области на голограмме. 

  

 
Рис. 6.10 Контекстное меню. 

 
Рис.6.11  
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Поскольку при голографировании используется лазерное излучение, из полученных 

цифровых голограмм можно сразу отсечь два из трёх цветовых канала. Так, при 

использовании лазера с длиной волны 532 нм, отсекаются неиспользуемые красный и синий 

цвета. Выбор задействованного канала осуществляется путем указания использованного цвета 

(Red, Green или Blue) и нажатия кнопки “Filter” (рис.6.9).  

Окно с загруженной голограммой, отсечёнными каналами, заданными параметрами 

восстановления и двумя выделенными для анализа областями показано на рис.6.12. 

 

 
Рис. 6.12 Окно с загруженной голограммой и заданными параметрами. 

 

Эксперименты показали, что оптимальный радиус окружности, которой выделяют 

анализируемые области, соответствует половине радиуса первого интерференционного 

максимума анализируемого объекта (рис.6.12). Обработка данных начинается при нажатии 

кнопки “Reconstruction”. При этом будут последовательно восстановлены 340 заданных 

сечений (рис.6.12), и по формуле 6.9 проанализированы выбранные области (выделены 

жёлтым цветом на рис. 6.12). Результат анализа будет представлен в виде графика 

зависимости RMS от шага и показан в “Diagram” (рис.6.12). По умолчанию, сразу после 

обработки всех сечений в “Diagram”, будет выведен результат для анализируемой области №0 

(нумерация областей начинается с нуля). График RMS для области №0 показан на рис.6.13, 

для области №1 - на рис.6.14. Переключение между графиками осуществляется посредством 

выбора номера в “Number of the diagram” и нажатия кнопки “To Show the Diagram”. На 

графиках RMS по горизонтальной оси откладывается номер шага, а наибольшему значению 



 36 

RMS соответствует максимальный контраст в анализируемой области. Так, на рис.6.13, 6.14 

максимум приходится на 170 шаг, что соответствует расстоянию от голограммы 

(фотоматрицы) в 47 мм и совпадает с тем расстоянием, при котором обработанная голограмма 

генерировалась. 

 

 
Рис.6.13 RMS анализируемой области №0. Максимум на шаге 170, что соответствует 

расстоянию от голограммы (фотоматрицы) в 47 мм. 

 

 
Рис.6.14 RMS анализируемой области №1. Максимум на шаге 170, что соответствует 

расстоянию от голограммы (фотоматрицы) в 47 мм. 

 

Таким образом, математическое моделирование показывает, что, используя процедуру 

контроля максимума RMS в анализируемых областях цифровых голограмм, можно в 

автоматическом режиме получить последовательность восстановленных сфокусированных 

изображений, и определять расстояния до интересующих деталей исследуемого микрообъекта.  

 

С целью визуализации полученных результатов в программе предусмотрена возможность 

отображения восстановленных выделенных областей в трёхмерном виде (используя 

стандартные библиотеки OpenGL и Dglut). Через меню программы “View->Result of 

reconstruction” вызывается окно “Result” (рис. 6.15), в котором отображается трёхмерная 

система координат “XYZ” с указанием в ней пространственного расположения 

проанализированных областей (обозначены красными шариками). При этом плоскость “XY” 

считается месторасположением фотоматрицы, по осям отложены координаты с 

автоматическим подбором масштаба, а сама система координат может поворачиваться 

манипулятором типа “мышь”. Блок “Units” (рис. 6.15) позволяет переключить единицы 

измерения - миллиметры/пиксели (размер пикселя – размер пикселя фотоматрицы). Блок 

“Coordinates” отображает координаты выделенного «мышкой» шарика (шарик при выделении 

становится зелёным) и его порядковый номер. 
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Рис. 6.15 Окно “Result”, в котором отображается трёхмерная система координат “XYZ” с 

указанием в ней пространственного расположения проанализированных выделенных областей 

(обозначены красными шариками). 
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7. Физический эксперимент. 

 
Схема установки для получения цифровой голограммы по схеме Габора представлена на 

рисунке 7.1 

 
Рис. 7.1 Схема записи цифровой голограммы по схеме Габора. 

 

Свет от лазера, расширенный расширителем, освещает голографируемый объект, 

представляющий собой две медные проволочки диаметром по 50 мкм, расположенные по 

разные стороны прозрачной стеклянной пластинки. Толщина пластинки известна и составляет 

2.5 мм. Часть лазерного излучения рассеивается проволочками и образует предметную волну, 

а другая часть, прошедшая через объект без искажения, — опорную. Помимо 

экспериментального подтверждения возможности получения и восстановления цифровых 

голограмм подобное расположение проволочек позволит проверить реальность определения 

пространственного расположения микрообъектов. Так, расстояние между выделенными 

элементами проволочек, расположенных по разные стороны пластинки, после анализа 

методом, описанным в разделе 6, должно составить 2.5 мм. 
Расстояние d между объектами и светочувствительной матрицей цифрового 

фотоаппарата составляет в эксперименте приблизительно 70 мм, размер пикселя фотоматрицы 

dx равен 0.007 мм, время экспозиции установлено экспериментально и выбрано 1/4000 с, 

светочувствительность по ISO равна 100, размеры кадров составляли 3072x2048 пикселей. 

Полученная голограмма двух проволочек показана на рисунке 7.2. 
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Рис. 7.2 Голограмма двух проволочек. 

 

Из полученного изображения для обработки в программе “Digital Holography” вырезан 

фрагмент размером 1024x1024pix, показанный на рис. 7.3. 

 
Рис. 7.3 Фрагмент голограммы двух проволочек. 

 



 40 

Поскольку расстояние d между объектами (проволочками) и светочувствительной 

матрицей цифрового фотоаппарата известно приблизительно и, как отмечалось ранее, 

составляет примерно 70 мм, проведём для начала грубое определение d. Для этого возьмём 

расстояние до первого восстанавливаемого сечения заведомо меньше 70 мм, последнее 

сечение установим на отметке в 100 мм, а шаг будет достаточно большим – 1 мм. Таким 

образом, у нас будут выставлены параметры: 

Wave, nm – 632.8 - длина волны излучения в нанометрах; 

dx, mm – 0.007 - размер пикселя фотоматрицы в миллиметрах; 

d, mm – 40 - расстояние до первого восстанавливаемого сечения; 

step, mm – 1 - расстояние между восстанавливаемыми сечениями (шаг) в миллиметрах; 

steps – 60 - количество сечений (шагов). 

 

Загружаем фрагмент голограммы (рис.7.3) в программу через меню “File->Open 

image…”. Выделяем на голограмме одной из проволочек анализируемую область (рис.7.4) и 

запускаем обработку нажатием кнопки “Reconstruction”. При этом будут последовательно 

восстановлены 60 сечений и проанализирована выбранная область. Результат анализа, как и 

ранее, будет представлен в виде графика зависимости RMS от шага и показан в “Diagram” 

(рис.7.4). Как видно из рисунка, максимум RMS пришёлся на 28 шаг, что соответствует 

расстоянию d равному 68 мм. Вид восстановленной голограммы на этом расстоянии 

представлен на рисунке 7.5. 

 

 
Рис.7.4 Загруженная в программу голограмма с 

выделенной областью и максимум RMS. 

 
Рис.7.5 Восстановленная голограмма при 

d=68 мм. 

 

После успешного определения приблизительного расстояния до объектов можно 

уточнять расстояния в более узком диапазоне, используя при этом меньшее значение шага 

“step”. Установим параметры: 

Wave, nm – 632.8 - длина волны излучения в нанометрах; 

dx, mm – 0.007 - размер пикселя фотоматрицы в миллиметрах; 

d, mm – 65 - расстояние до первого восстанавливаемого сечения; 

step, mm – 0.05 - расстояние между восстанавливаемыми сечениями (шаг) в миллиметрах; 

steps – 100 - количество сечений (шагов). 

На голограмме для анализа выделены 28 областей (рис.7.6, 7.7), по 14 на каждую из 

проволочек. В первом эксперименте радиус каждого пятна выделения составлял 10 pix, во 
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втором-5 pix, в третьем-15, в четвёртом-20 pix при тех же остальных параметрах обработки 

(Wave, dx, d, …). 

 

Рис.7.6 Голограмма с выделенными областями. 

 

Рис.7.7 Голограмма с выделенными 

областями. 

Результат обработки представлен на рис.7.8, 7.9, где показано пространственное 

расположение анализируемых областей относительно друг друга и плоскости CMOS матрицы 

(плоскость “YX”). 

 

Рис.7.8 Вид на плоскость CMOS матрицы.  

 

Рис.7.9 Вид сбоку. 

 

В таблицах 1-4 приводятся результаты вычислений расстояний между объектами 

(проволочками) и светочувствительной матрицей, выполненных программой “Digital 

Holography”:  

d1, d2 – расстояния до проволочки 1 и 2; 

Δd – расстояние между проволочками 1 и 2. 

Вычисления проводились, варьируя радиус области выделения, с целью выявления 

зависимости точности определения расстояний до объекта (между объектами) и размером 

выделяемой анализируемой области. 
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Таблица 1 
Радиус области выделения 5 pix 

№ 

пятна 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

d1, 

мм 
67.75 67.85 67.90 67.90 67.90 67.75 67.70 67.75 67.75 67.45 67.45 67.85 67.05 68.25 

d2, 

мм 
66.05 65.70 65.70 65.60 66.05 66.05 65.95 66.15 66.25 66.30 66.25 66.50 66.20 66.50 

Δd 1,7 2,15 2,2 2,3 1,85 1,7 1,75 1,6 1,5 1,15 1,2 1,35 0,85 1,75 

d1=(67,73  0,15 ) мм,  =0.95, t =2.14 

d2=(66,08  0,16) мм,  =0.95, t =2.14 

Δd=(1,64  0,23) мм,  =0.95, t =2.14 

 

Таблица 2 

Радиус области выделения 10 pix 

№ 

пятна 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

d1, 

мм 
67,4 67,95 67,8 67,5 67,75 67,8 67,85 67,4 67,8 67,9 67,9 67,85 67,85 67,85 

d2, 

мм 
66 65,65 65,65 65,7 66,05 66,05 66,05 66,1 66,05 66,2 66,55 66,5 66,5 66,45 

Δd 
1,4 2,3 2,15 1,8 1,7 1,75 1,8 1,3 1,75 1,7 1,35 1,35 1,35 1,4 

d1=(67,75  0,10 ) мм,  =0.95, t =2.14 

d2=(66,10  0,17) мм,  =0.95, t =2.14 

Δd=(1,65  0,17) мм,  =0.95, t =2.14 

 

Таблица 3 

Радиус области выделения 15 pix 

№ 

пятна 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

d1, 

мм 
67,85 68,25 68,3 67,85 68,25 67,8 67,8 68,25 67,8 67,85 67,4 67,85 67,4 67,4 

d2, 

мм 
66,05 66,05 65,7 66,05 66,1 66,05 66,05 66,5 66,95 66,9 66,5 66,55 66,5 66,5 

Δd 1,8 2,2 2,6 1,8 2,15 1,75 1,75 1,75 0,85 0,95 0,9 1,3 0,9 0,9 

d1=(67,86  0,18 ) мм,  =0.95, t =2.14 

d2=(66,31  0,20) мм,  =0.95, t =2.14 

Δd=(1,54  0,33) мм,  =0.95, t =2.14 

 

Таблица 4 

Радиус области выделения 20 pix 

№ 

пятна 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

d1, 

мм 
67,85 67,85 68,3 67,85 68,3 67,85 67,85 67,85 68,3 67,85 67,85 67,8 67,85 67,85 

d2, 

мм 
66,05 66,05 65,65 66,1 66,1 66,05 66,5 66,5 66,95 66,95 66,5 66,5 66,5 66,5 

Δd 
1,8 1,8 2,65 1,75 2,2 1,8 1,35 1,35 1,35 0,9 1,35 1,3 1,35 1,35 

d1=(67,94  0,60 ) мм,  =0.95, t =2.14 
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d2=(66,35  0,20) мм,  =0.95, t =2.14 

Δd=(1,59  0,25) мм,  =0.95, t =2.14 

 

Как видно из приведённых доверительных интервалов, расстояние между проволочками 

Δd нигде верно определить не удалось, полученные результаты отличаются от истинного 

почти на 1 мм. Выявить явную зависимость точности определения расстояний до объекта и 

размером выделяемой области не удалось, т.к. погрешности везде одного порядка. Однако 

следует остерегаться выделения больших областей (много больше размера анализируемого 

фрагмента объекта) для анализа, т.к. при этом значимость контрастных (находящихся в 

фокусе) элементов в общей сумме будет падать. Расстояния d1 и d2 до ближайшей и дальней, 

относительно матрицы, проволочки различимы во всех случаях, содержат ошибку одного 

порядка и не предполагают определение расстояния точнее, чем в 0.33 мм, а с учетом 

результатов по Δd можно смело говорить про 1 мм. 

 

 

Задания 

1. Используя метод свёртки, сгенерируйте в среде Mathcad (Mathcad 11-14) голограмму 

тестового объекта (сами придумайте любые два объекта) согласно схеме записи голограммы 

по схеме Габора. 

Использовать параметры: 

мм310632.0:   - длина волны излучения в миллиметрах; 

ммdx 007.0:  - размер пикселя фотоматрицы; 

ммd 392.79:  - расстояние от тестового объекта до плоскости фотоматрицы 

(голограммы); 

0:  - угол падения опорной волны; 

pixN 1024:  -  размер (длина/ширина) изображения тестового объекта. 

 

2. Используя результаты задания 1, сгенерируйте фазу поля   (4.13) 

 

3. Реализуйте восстановление полученной голограммы на расстояниях 70 мм, 80 мм, 81 мм, 

100мм. 

 

4. Согласно схеме на рис.7.1 экспериментально получена голограмма микрочастичек (размер 

каждой 100 мкм). 

Использованы параметры: 

мм310632.0:   - длина волны излучения в миллиметрах; 

ммdx 007.0:  - размер пикселя фотоматрицы; 

pixN 1024:  - размер (длина/ширина) изображения тестового объекта. 

Голограмма выдаётся преподавателем в виде файла в формате BMP. 

 

а). В среде Mathcad (Mathcad 11-14) восстановите экспериментально полученную голограмму 

и подбором определите расстояние от фотоматрицы фотоаппарата до объектов 

голографирования (частичек). 

б). Сколько 100-микронных частичек было использовано? 

 

К отчету прикладываются листинги с комментариями и результаты обработки/моделирования. 

 

5. Согласно схеме на рис.7.1 экспериментально получите голограмму проволочки и точечного 

объекта (частички Al2O3). Используя возможности программы “Digital Holography”, 

определите расстояние от фотоматрицы фотоаппарата до объектов голографирования. 
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Использовать параметры: 

мм310632.0:   - длина волны излучения в миллиметрах; 

ммdx 007.0:  - размер пикселя фотоматрицы; 

pixN 1024:  -  размер (длина/ширина) изображения тестового объекта. 

 

6. Используя найденные расстояния из задания 5, восстановите экспериментально полученные 

голограммы в среде Mathcad, используя метод свёртки. 
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Приложение 1. 
 

Комплексные числа. 
 

Комплексные числа - расширение множества вещественных чисел - обычно обозначается 

. Любое комплексное число может быть представлено как формальная сумма “x + iy”, где x и 

y — вещественные числа, i — мнимая единица, то есть число, удовлетворяющее уравнению i
2
 

= −1. Применение комплексных чисел позволяет удобно и компактно сформулировать многие 

математические модели, применяемые в математической физике и в естественных науках. 

 

Пусть x и y — вещественные числа такие, что комплексное число z = x + iy (обычные 

обозначения). Тогда: 

1. Числа x=Re(z) и y=Im(z) называются, соответственно, вещественной (Real) и 

мнимой (Imaginary) частями z. 

2. Если x = 0, то z называется мнимым или чисто мнимым. 

3. 22 yxz   называется модулем числа z. Для вещественного числа модуль 

совпадает с его абсолютной величиной. 

4. Угол   такой, что 
z

x
)cos(  и 

z

y
)sin( , называется аргументом z. Для 

комплексного нуля значение аргумента не определено, для ненулевого числа z 

аргумент определяется с точностью до 2kπ, где k — любое целое число. Из 

определения следует, что 
x

y
tg )( . 

Если комплексное число z = x + iy, то число z = x – iy называется сопряжённым (или 

комплексно сопряжённым) к z (обозначается также z
*
). 

1. z  =z (сопряжённое к сопряжённому есть исходное). 

2. 
2

zzz   

3. 2121 zzzz   

4. 2121 zzzz   

5. 2121 // zzzz   

6. zz   (модуль сопряжённого числа такой же, как у исходного). 

7. 
2

Re
zz

z


 ; 
i

zz
z

2
Im


  

 

Геометрическое представление. 

Если на плоскости по оси абсцисс расположить действительную часть, а по оси ординат - 

мнимую, то комплексному числу будет соответствовать точка с декартовыми координатами x 

и y (или её радиус-вектор, что тоже самое) (Рис.П1.1), а модуль и аргумент будут полярными 

координатами этой точки (Рис.П1.2). Такая плоскость называется комплексной. Сопряжённые 

комплексные числа получаются зеркальным отражением друг друга относительно 

вещественной оси (Рис.П1.3). 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B5%D1%89%D0%B5%D1%81%D1%82%D0%B2%D0%B5%D0%BD%D0%BD%D0%BE%D0%B5_%D1%87%D0%B8%D1%81%D0%BB%D0%BE
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%BD%D0%B8%D0%BC%D0%B0%D1%8F_%D0%B5%D0%B4%D0%B8%D0%BD%D0%B8%D1%86%D0%B0
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%B1%D1%81%D0%BE%D0%BB%D1%8E%D1%82%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D0%B2%D0%B5%D0%BB%D0%B8%D1%87%D0%B8%D0%BD%D0%B0
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%B1%D1%81%D1%86%D0%B8%D1%81%D1%81%D0%B0
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9E%D1%80%D0%B4%D0%B8%D0%BD%D0%B0%D1%82%D0%B0
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D1%8F%D0%BC%D0%BE%D1%83%D0%B3%D0%BE%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D1%81%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0_%D0%BA%D0%BE%D0%BE%D1%80%D0%B4%D0%B8%D0%BD%D0%B0%D1%82
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D0%BE%D0%BB%D1%8F%D1%80%D0%BD%D1%8B%D0%B5_%D0%BA%D0%BE%D0%BE%D1%80%D0%B4%D0%B8%D0%BD%D0%B0%D1%82%D1%8B
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D0%BE%D0%BB%D1%8F%D1%80%D0%BD%D1%8B%D0%B5_%D0%BA%D0%BE%D0%BE%D1%80%D0%B4%D0%B8%D0%BD%D0%B0%D1%82%D1%8B
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D0%BC%D0%BF%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%81%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D0%BF%D0%BB%D0%BE%D1%81%D0%BA%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%8C
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Рис.П1.1. Геометрическое 

представление комплексного 

числа. 

 
Рис.П1.2. Модуль, 

аргумент, вещественная и 

мнимая части. 

 
 

Рис.П1.3. Геометрическое 

представление сопряжённых 

чисел. 

 

Действия над комплексными числами. 

1. Сравнение  

a + bi = c + di означает, что a = c и b = d (два комплексных числа равны между собой 

тогда и только тогда, когда равны их действительные и мнимые части). 

2. Сложение 

(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i. 

3. Вычитание 

(a + bi) − (c + di) = (a − c) + (b − d)i. 

4. Умножение  

iadbcbdacbdiadibciacdicbia )()()()( 2   

5. Деление 

i
dc

adbc

dc

bdac

dic

bia






























2222)(

)(
 

 

 

Тригонометрическая и показательная формы. 

 

Если вещественную “x” и мнимую “y” части комплексного числа выразить через модуль 

zr   и аргумент   ( )cos(rx  , )sin(ry  ), то комплексное число “z”, кроме нуля, можно 

записать в тригонометрической форме: 

))sin()(cos(  irz  . 

Также полезна показательная форма записи комплексных чисел, тесно связанная с 

тригонометрической через формулу Эйлера: 
irez  , 

где 
ie - расширение экспоненты для случая комплексного показателя степени. 

Отсюда вытекают следующие широко используемые равенства: 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%BE%D1%80%D0%BC%D1%83%D0%BB%D0%B0_%D0%AD%D0%B9%D0%BB%D0%B5%D1%80%D0%B0
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D0%BA%D1%81%D0%BF%D0%BE%D0%BD%D0%B5%D0%BD%D1%82%D0%B0
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2

)(
)cos(




ii ee 

 ; 
i

ee ii

2

)(
)sin(






 . 

 

Формула Эйлера. 

 

Формула Эйлера названа в честь математика Леонарда Эйлера. Она связывает 

комплексную экспоненту с тригонометрическими функциями. 

 

 
Рис.П1.4. Геометрический смысл формулы 

Эйлера. 

Формула Эйлера утверждает, что для 

любого вещественного числа “x” выполнено 

следующее равенство: 

)sin()cos(  iei  . 

Благодаря формуле Эйлера, появилась, 

так называемая, тригонометрическая и 

показательная запись комплексного числа: 
 iexixibax  ))sin()(cos( . 

Также значительным следствием можно 

считать формулы возведения комплексного 

числа в произвольную степень: 

innn exx  . 

Геометрический смысл данной формулы 

следующий: при возведении числа “x” в 

степень “n” его расстояние до центра 

возводится в степень “n”, а угол поворота 

относительно оси OX увеличивается в “n” раз. 

Доказательство формулы Эйлера достаточно тривиально. Разложим функцию 
ixe  в ряд 

Тейлора по степеням x. Получим:  

...)
!7!5!3!1

(...)
!6!4!2

1(...
!3

)(

!2

)(

!1
1

75364232


xxxx

i
xxxixixix

eix  

но  

)cos(...
!6!4!2

1
642

x
xxx

 , )sin(...
!7!5!3!1

753

x
xxxx

 . 

Поэтому )sin()cos(  iei  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D0%B9%D0%BB%D0%B5%D1%80,_%D0%9B%D0%B5%D0%BE%D0%BD%D0%B0%D1%80%D0%B4
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D0%BC%D0%BF%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%81%D0%BD%D1%8B%D0%B5_%D1%87%D0%B8%D1%81%D0%BB%D0%B0
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D0%BA%D1%81%D0%BF%D0%BE%D0%BD%D0%B5%D0%BD%D1%82%D0%B0
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D1%80%D0%B8%D0%B3%D0%BE%D0%BD%D0%BE%D0%BC%D0%B5%D1%82%D1%80%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B5_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D0%B8
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B5%D1%89%D0%B5%D1%81%D1%82%D0%B2%D0%B5%D0%BD%D0%BD%D0%BE%D0%B5_%D1%87%D0%B8%D1%81%D0%BB%D0%BE
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D1%8F%D0%B4_%D0%A2%D0%B5%D0%B9%D0%BB%D0%BE%D1%80%D0%B0
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D1%8F%D0%B4_%D0%A2%D0%B5%D0%B9%D0%BB%D0%BE%D1%80%D0%B0
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Приложение 2. 
 

Преобразование Фурье 
 

Французский математик Жан Батист Жозеф Фурье родился в 1768 г. в городе Осер на 

полпути из Парижа в Дижон. Главное научное достижение Фурье, благодаря которому он 

остался в памяти потомков, было схематически изложено им в мемуарах 1807 г. и полностью 

опубликовано в 1822 г. в его книге “Аналитическая теория тепла” (La Theorie Analitique de la 

Chaleur). Результат Фурье состоит, по существу, в том, что почти любая функция, 

периодически воспроизводящая свои значения, может быть представлена в виде суммы 

синусов и/или косинусов различных частот (аргументов), умноженных на некоторые 

коэффициенты (П2.1). Теперь эта сумма носит название ряд Фурье. В момент своего 

появления это была революционная идея, на “привыкание” к которой математикам всего мира 

потребовалось более века. 

Ряд Фурье: 







1

0 )]sin()cos([)(
k

kk tkbtkaatf  (П2.1) 

Коэффициенты: 


T

dttf
T

a )(
1

0  


T

k dttktf
T

a )cos()(
2

  


T

k dttktf
T

b )sin()(
2

 , 

где T — период исходного сигнала; 
T




2
 - круговая частота гармонического 

колебания; ,...2,1,0k ; ka , kb - амплитуда k-го гармонического колебания (функции cos, sin).   

Величину 
22

kkk baq   называют спектром.  

Пример одной из таких функций )(tf , состоящей из гармоник kC (гармоника — 

функция вида )sin( tk , у основной гармоники k=1), приведен на рис. П2.1. 
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Рис.П2.1. 

 

Когда функция не является периодической (но конечна площадь под графиком её 

модуля), она может быть выражена в виде интеграла от синусов и/или косинусов, умноженных 

на некоторую весовую функцию. В таком случае мы имеем дело с преобразованием Фурье, 

которое в большинстве практических задач оказывается даже более полезным, чем ряд Фурье. 

Функция, заданная как рядом, так и преобразованием Фурье, может быть полностью, без 

потери информации, восстановлена (реконструирована) при помощи некоторой процедуры 

обращения. 

 

Прямое одномерное преобразование Фурье (фурье-образ) непрерывной функции одной 

переменной )(tf  определяется равенством: 






 dtetfF ti


 )(

2

1
)( , 

где i – мнимая единица.  

Тогда спектр преобразования Фурье:   2/122 ))((Re))((Im)(  FFF  . 

Наоборот, по заданному фурье-преобразованию )(F  можно получить исходную 

функцию )(tf при помощи обратного преобразования Фурье: 
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Фурье-преобразование дискретной функции одной переменной  )(tf , t=0,1,2,…,M-1, 

задаётся равенством: 
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По заданному фурье-преобразованию )(F можно восстановить исходную функцию при 

помощи обратного дискретного преобразования Фурье: 
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 , t=0,1,2,…,M-1  

Используя формулу Эйлера )sin()cos(  iei  , дискретное преобразование Фурье 

можно выразить: 
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Таким образом, видно, что каждый элемент фурье-преобразования (т.е. )(F  для каждого 

значения  ) состоит из суммы по всем значениям функции )(tf . Значения функции )(tf , в 

свою очередь, умножаются на синусы и косинусы разных аргументов (частот).  

В качестве примера на рисунке П2.2. показана функция и её Фурье-спектр, 

соответственно. Функция )(tf , и её фурье-образ )(F  являются дискретными, однако на 

графиках точки соединены между собой для лучшего зрительного восприятия. 

 

 
 

Рис.П2.2. Дискретная M-точечная функция и её фурье-спектр. 

 

Солнечный луч, разложенный на спектр, является физическим аналогом математических 

преобразований (рис.П2.3). Интенсивность солнечного луча, входящего в призму, постоянно 

меняется во времени. Свет, выходящий из призмы, разделён в пространстве на отдельные 

«чистые» цвета, или частоты. В этом спектре имеется средняя амплитуда на каждой частоте. 

Таким образом, функция интенсивности от времени трансформировалась в функцию 

амплитуды в зависимости от частоты (http://ega-math.narod.ru/Nquant/Fourier.htm).  

 

 
Рис.П2.3. Физический аналог преобразования Фурье. 

http://ega-math.narod.ru/Nquant/Fourier.htm

